
W pierwszej części poznaliśmy kwantowe zjawiska w przyrodzie. Tym razem rozpatrzymy je w oparciu o niekwantowe opisy zależności występujących w przyrodzie. Należy do nich między innymi elektrodynamika klasyczna czy zjawisko występowania pola grawitacyjnego, które bardzo ogólnie zostało opisane w pierwszym tomie. Większość opisywanych zjawisk, które opisujemy niekwantową teorią pola możemy dokładnie wytłumaczyć teorią kwantową. Są to obok grawitacji takie zjawiska jak przewodnictwo magnetyczne, dyspersja fal elektromagnetycznych w ośrodku magnetycznym. 
	Z teorii fizyki wiemy, że na przykład naturę elektromagnetyczną mają nie tylko zjawiska elektryczne i magnetyczne. Występują tutaj także inne właściwości i zjawiska. Mogą to być zjawiska cieplne, optyczne i mechaniczne, które występują w związku z działaniem sił grawitacyjnych. Innym istotnym elementem są zjawiska chemiczne, które w przypadku oddziaływań elektromagnetycznych i związanego z tym opisu pola są podstawą konstrukcji wielu urządzeń pomiarowych i diagnostycznych. 
	W dalszej części zajmiemy się opisem zjawiska fal, rezonansu oraz omówimy sobie także pojęcie substancji w ujęciu fizycznym i chemicznym. 
	
	

I. Podstawy teoretyczne. Teoria Pola w ujęciu matematycznym i fizycznym. 
Zanim zaczniemy się zajmować zjawiskiem pola w ujęciu fizycznym musimy sobie zdefiniować ogólnie to pojęcie. Tę możliwość daje nam matematyka i jej definicje w tym zakresie. Zależności między fizyką a matematyką są bardzo duże i fizyka bez matematyki nie mogłaby nam pomóc w opisie świata. Te same zależności pozwalają nam na właściwe planowanie operacji logistycznych czy misji bojowych, szczególnie w ujęciu strategicznym.

I.1 Pojęcie pola matematycznego i fizycznego.
	Pole matematyczne dzielimy na pola skalarne i wektorowe. Pole skalarne to przestrzenny rozkład liczby. Oznacza to, że z każdym punktem obszaru, w którym określono pole, wiąże się wartość skalarna. W przypadku pola wektorowego definiujemy je jako przestrzenny rozkład wektora, co oznacza, że z każdym punktem obszaru wiąże się wartość i kierunek wektora. 
	Aby opisać pole skalarne lub wektorowe, trzeba podać odpowiednie wielkości funkcji położenia. Matematyczny zapis w przypadku funkcji pola skalarnego ma postać:

u = u(r) 
w = w(r)
u – wartość skalara
w – wartość wektora
r – wektor położenia zwany także promieniem wodzącym. Obie opisane funkcje nazywamy funkcją pola lub bardziej prosto polem. Pole można zobrazować w formie graficznej jak i tabelarycznej.
	Przekładając model matematyczny na język fizyki możemy powiedzieć, że polem fizycznym nazywamy przestrzenny rozkład wielkości fizycznej. Tutaj też występują podobne zależności i różnice jak w przypadku pola matematycznego skalarnego i wektorowego. W przypadku pola fizycznego mamy do czynienia z polem realnie istniejącej wielkości fizycznej. Zatem narzędzia i definicje matematyczne służą nam do opisu realnych zjawisk fizycznych występujących w przyrodzie. Pola matematyczne mają nieskończenie wiele rodzajów. Jednak tylko niektóre z nich mają sens fizyczny i mogą być zastosowane w opisie realnego świata. Zdarza się, że jedno pole matematyczne opisuje wiele różnych pól fizycznych.
	 Na rysunku 1 mamy przedstawiony przykład pola skalarnego. Przypisując poszczególnym punktom wartości liczbowe tworzymy pole skalarne. Liczba jest najprostszym skalarem. Na rysunku 2 mamy zobrazowane pole matematyczne wektorowe. Siatka punktów jest taka sama jak na rysunku 1. Każdemu z tych  punktów przypisano wektor o określonej długości i kierunku. 
	A teraz przeanalizujmy sobie zachowanie cieczy w naczyniu. Na rysunku 3 przedstawiono opis pola cieczy znajdującej się w spoczynku, którą opisano metodą skalarną oraz wzburzonej gdzie musimy użyć pola wektorowego aby zobrazować jej stan. W stanie spoczynku opisujemy temperaturę poszczególnych cząstek i warstewek cieczy. W stanie wzburzonym określamy kierunek i zwrot wektora ruchu cząstek cieczy.  

I.2 Pola składowych wektora.
	Ważnym elementem w opisie matematycznym pola fizycznego są pola składowych wektora. Rozłóżmy wektor tworzący pole wektorowe na składowe w wybranym układzie współrzędnych. Weźmy na przykład pod uwagę układ kartezjański. Wtedy nasze równanie ma postać:

w(r) = wz(x,y,z)xo + wy(x,y,z)yo + wz(x.y.z)zo

xo,yo,zo to wersory współrzędnych x,y,z. Wartości składowych wx, wy, wz zależą od współrzędnych x,y,z czyli od położenia. Mamy więc do czynienia ze skalarnymi polami wektora w. Możemy zatem powiedzieć, że pole wektora jest równoważne trzem polom skalarnym jego składowych.     

I.3 Geometria Pola.
	Pole skalarne lub wektorowe może mieć różną konfigurację. Pole skalarne określone jest dla tylko dla punktów płaszczyzny. Takie pole nazywamy polem płaskim. Wówczas funkcja pola jest określona dla dwóch zmiennych. Matematycznie przedstawiamy to za pomocą wzoru:

u = u(x,y)

	W przypadku pola wektorowego może ono mieć także charakter pola płaskiego. Dzieje się to wówczas gdy wszystkie wektory leżą na jednej płaszczyźnie.

	Jeżeli natomiast wartość pola skalarnego zależy od odległości od stałego punktu, które stanowi centrum lub środek pola, to takie pole nazywamy polem centralnym lub środkowym. Jeżeli odległość od stałego punktu oznaczymy indeksem „r” to nasza funkcja ma postać matematyczną w postaci wzoru:
u = f(r)

	Analogicznie jak w przypadku skalarów mamy w przypadku wektorów. Wówczas pole wektorowe jest centralne, gdy wartość wektora pola jest funkcją wektora położenia, a jego kierunek przechodzi przez centrum. Jeżeli wersor odległości r oznaczymy indeksem ro to nasza funkcja ma postać:

w = f(r)ro 

Funkcja f(r) może być dodatnia lub ujemna. W przypadku dodatniej funkcji f(r) mówimy o polu odśrodkowym. Natomiast w przypadku ujemnej funkcji f(r) mówimy o polu dośrodkowym. Na rysunku 4 mamy zobrazowane pole wektorowe odśrodkowe. W tym przypadku linie działania wszystkich wektorów przechodzą przez centrum, które oznaczyliśmy na rysunku indeksem C. Wartości wektorów są funkcją odległości od centrum. Mówimy wówczas o polu sferycznym. Na rysunku 5 z kolei przedstawiamy pole wektorowe dośrodkowe.     
	Szczególnym przypadkiem wektorowego pola centralnego jest pole sferyczne zwane także kulistym. Jego wartości zależą tylko od odległości od centrum. Płaskie pole centralne nosi nazwę kołowego. Do jego opisu stosujemy współrzędne biegunowe. Natomiast do opisu pozostałych pól centralnych stosujemy tak zwane współrzędne sferyczne. Początek takiego układu najwygodniej jest umieścić w centrum pola.
	W zastosowaniu fizycznym ważnym typem konfiguracji jest pole cylindryczne zwane też osiowym. Wartość funkcji tego pola zależy wyłącznie od odległości od stałej prostej zwanej osią. Odległość od osi oznaczamy indeksem. Wówczas nasza funkcja pola ma postać:

u = f()

Na rysunku 6 mamy przedstawione przykładowe pole osiowe. Linie wektorów działania przecinają linie OZ a ich wartości zależą od odległości od osi.
	W przypadku wektorowego pola osiowego kierunki wektorów muszą przechodzić przez oś i być do niej prostopadłe. Gdy wersor odległości od osi  oznaczymy indeksem , to wówczas nasz wzór matematyczny ma postać:

w = f()

Do opisu takiego pola najczęściej stosujemy współrzędne cylindryczne.
 
I.4 Izopowierzchnie i linie pola.
Stałe powierzchnie wartości funkcji pola nazywamy izopowierzchniami pola. Matematycznie definiujemy je za pomocą wzorów dla pola skalarnego i wektorowego. W przypadku pola skalarnego nasz wzór ma postać:

u = const 
 
W przypadku pola wektorowego wzór matematyczny ma postać równania:

w = |w| = const

Kształt izopowierzchni jest zależny od konfiguracji pola. Za pomocą opisanych równań możemy wyznaczyć analitycznie wyznaczyć izopowierzchnie. W przypadku pól fizycznych dość często wygodniejsze i bardziej dokładne jest doświadczalne wyznaczanie izopowierzchni. W polach wektorowych najbardziej użyteczne są powierzchnie ekwipotencjalne.
	Zastanówmy się jak wyznaczamy linie pola i izopowierzchnie tych pól. Za przykład weźmy sobie  pole jednorodne określone równaniem:

u = wr
w – stała wektorowa

W kartezjańskim układzie współrzędnych nasze równanie ma postać:

u = wxx + wyy + wzz

wx, wy, wz to składowe wektora w.

Izpowierzchnie są zdefiniowane więc równaniem:

wxx + wyy + wzz = const

Tworzą one zbiór płaszczyzn prostopadłych do wektora w = const. Takie pole nazywamy właśnie jednorodnym. Na rysunku 7 przedstawiono graficznie obraz pola jednorodnego. Na dowolnej płaszczyźnie AB prostopadłej do wektora w iloczyn:

rw = r = rnw

Każda płaszczyzna równoległa do AB jest izopowierzchnią pola iloczynów skalarnych u = rw. 

	Ciekawym zjawiskiem są izopowierzchnie pola centralnego. Równanie pola takiej powierzchni ma postać:

w = |w(r)| = |f(r)ro| = const.

To równanie jest równoważne innemu równaniu w postaci:

f(r) = const

Wobec faktu jednoznaczności funkcji f(r) możemy powiedzieć, że 
r = const.

Zatem możemy powiedzieć, że izopowierzchnie pola centralnego tworzą rodzinę powłok kulistych. Wspólnym środkiem jest tutaj centrum pola. W przypadku pola płaskiego izopowierzchnie ulegają przekształceniu w izolinie. Izolinie mają jednakowe wartości pola. Przykładem takich linii mogą być warstwice zwane izohipsami. Są to linie używane w kartografii i geodezjo do przedstawienia rzeźby terenu. Są to linie obrazujące stałe wzniesienie nad poziomem morza. Możemy je zatem nazwać izoliniami pola wzniesień.
	Liniami pola wektorowego nazywamy linie wyznaczające kierunek pola. W każdym  punkcie linii pola wektor jest do niej styczny. Wektor ten w naszym wzorze ma indeks w(r). Różniczka linii pola ma kierunek wektora pola i oznaczamy to w następujący sposób:

dr|| w.

	Można dzięki temu znaleźć równania linii pola. W układzie kartezjańskim zapisujemy to w następujący sposób:

dr = drxo + dyyo + dzzo
w = wzxo + wyyo + wzzo

Warunkiem równoległości jest:



Po dalszym przekształceniu uzyskujemy równanie:




Przedstawione przy końcowym przekształceniu ostatnie równania to są właśnie równania linii pola. Trzecie równanie:



nie jest niezależne od pozostałych dwóch równań. Podobne równania można otrzymać w innych układach współrzędnych. W każdym przypadku równają się sobie stosunki różniczek łuków linii współrzędnych do odpowiednich składowych pola wektora. Na rysunku 8  przedstawiono taką sytuację. Jak widzimy w każdym punkcie linii pola wektor pola jest do niej styczny. 
	Na zakończenie przyjrzyjmy się liniom pola centralnego. Z centralności pola wynika, że nieradialne składowe wektora pola są równe zeru i jedyną niezerową składową jest równanie:

wr  = w

Jeżeli składowe wektora pola oznaczymy indeksami   oraz  to nasze równania mają postać:

 = 0
 = 0

Stąd:

D
D

czyli:




Możemy zatem powiedzieć, że linie pola centralnego mają przebieg radialny czyli są wszędzie prostopadłe do sferycznych izopowierzchni. Na rysunkach 9 i 10 przedstawiono przykłady pola centralnego. Zobrazowane izolinie wykreślono dla proporcjonalnie rosnących wartości u. Linie pola są w obu przypadkach takie same. 

I.5 Strumień pola
 Przyjrzyjmy się powierzchni rozpiętej w polu. Zobrazowano to na rysunku 11. Powierzchnię całkowitą oznaczymy indeksem S. Podzielimy ją na elementy ds. i mnożąc przez lokalną wielkość pola możemy uzyskać iloczyny:

u(r)ds
w(r)dS  
w(r)xdS

W zależności od tego czy pola i iloczyny są skalarne czy wektorowe mamy odpowiednią z tych trzech postaci iloczynów. Całkując je po całej powierzchni otrzymujemy wielkość zwaną strumieniem pola. Zatem całka w postaci:



jest strumieniem pola skalarnego. Natomiast całka w postaci:


jest skalarnym strumieniem pola wektorowego, zwanym krócej strumieniem wektora, którego oznaczamy indeksem w. Natomiast całka:



west wektorowym strumieniem pola wektorowego. Pierwszy i ostatni z tych trzech strumieni są wektorami, a drugi skalarem.
	Na rysunku 11 widzimy sytuację gdzie skalarny strumień wektora w przez element powierzchni ds. definiujemy jako iloczyn czyli iloczyn wartości ds. i rzutu wcos wektora w na kierunek normalnej do powierzchni dS. Strumień przez powierzchnię S jest całką (granicą sumy) strumieni przez wszystkie elementy.

1.6 Pola sił
	W przypadku wielu pól fizycznych ważną rolę odgrywają pola sił. Mają one szczególne znaczenie w opisie fizycznym zjawisk występujących w przyrodzie. Z takimi polami spotykamy się tam, gdzie wektor siły zależy od położenia.  Pole siły jest jednak zjawiskiem o wiele szerszym niż tylko przestrzennym rozkładem wektora siły. Siłę możemy zdefiniować jako ujemny gradient energii potencjalnej. Wynika to wprost z definicji siły. Z polem siły wiąże się zatem przestrzenny rozkład. Taki rozkład nazywamy polem energii. Każdemu punktowi znajdującemu się w polu sił możemy przypisać określoną gęstość energii. Z kolei na podstawie badań Mariana Smoluchowskiego i ich rozwinięcia przez Alberta Einsteina możemy związać energię z masą. Wynika to wprost z równania :

E = mc2

Pole energii, nawet w próżni, jest równoważne polu mas. Pole sił jest formą materii o specyficznym charakterze. Dlatego bardzo złym zjawiskiem, często spotykanym w podręcznikach, jest traktowanie pola sił jako wyłącznie przestrzennego rozkładu wektora czy przestrzeni, w której działają siły. Jest to częste uproszczenie dydaktyczne, które można spotkać w podręcznikach do fizyki dla szkół podstawowych i średnich. Zdarza się też coraz częściej w podręcznikach akademickich dla kierunków logistycznych i zarządzania. Powoduje to błędne widzenie tego zjawiska i w konsekwencji prowadzi do wielu wypadków czy niepowodzenia danej operacji. 
Pola sił dzielimy na trzy klasy:
- pole grawitacyjne
- pole elektromagnetyczne
- pole jądrowe
Źródłami i obiektami oddziaływania pola grawitacyjnego są ciała ważkie. Ciała ważkie to ciała posiadające masę. 
Źródłami i obiektami oddziaływania pola elektromagnetycznego są ładunki elektryczne. Mogą one być w spoczynku i wówczas mówimy o polu elektrycznym. Gdy ładunki elektryczne są w ruchu mówimy wówczas o polu magnetycznym.
	W przypadku pola jądrowego, źródłami jego pola są cząstki jądrowe zwane także elementarnymi. Podlegają one oddziaływaniom silnym lub słabym.

I.7 Natężenie pola sił.
W pierwszym tomie, w części dotyczącej kinematyki i pola grawitacyjnego omówiliśmy sobie zjawisko natężenia pola grawitacyjnego. Jest to typowe pole sił. Natężenie pola grawitacyjnego jest wyprowadzeniem ogólnego wzoru na natężenie pola sił. Dzieląc siłę oddziaływania przez wielkość charakteryzującą obiekt oddziaływania otrzymujemy ogólny wzór na natężenie pola sił. Matematycznie ma to postać wzoru:

K = 
K – natężenie pola sił
F – wartość siły oddziałującej na danym polu (N)
w – wielkość charakteryzująca obiekt oddziaływania (masa, ładunek, objętość itp.)

	Natężenie pola jest wektorem proporcjonalnym do siły pola. Pole siły można opisać za pomocą wektorowego pola natężeń. Stosując taki zapis uzyskujemy uniezależnienie od wartości w, którą mamy we wzorze na natężenie pola sił. Pozwala to na opis pola takiego, jakim by było podczas nieobecności tego obiektu. To jest bardzo ważne przy pracach konstrukcyjnych czy tworzeniu modeli hipotetycznych. Można to także wykorzystać przy analizach operacji strategicznych np. bojowych czy logistycznych. Należy pamiętać, że ciało wprowadzone w pole samo jest także źródłem pola, które zmienia pole pierwotne. W przypadku silnych pól i obiektów o słabym oddziaływaniu (czyli takich, których wartość w jest niewielka) zakłócenia pola nie musimy uwzględniać. Słabe obiekty, nie zakłócającymi pola sił nazywamy ciałami próbnymi. Natężenie pola siły wówczas jest stosunkiem siły pola do wielkości w charakteryzującej ciało próbne.

I.8 Zależność pola od czasu.
	W teorii pola w fizyce rozróżniamy dwa  rodzaje pola opisywane względem czasu. Są to pola stałe i zmienne w czasie. 
Pole stałe dzieli na dwa rodzaje
- statyczne
- stacjonarne.
Pole stałe, które nosi nazwę statycznego to pole, na którym nie zachodzą systematyczne przepływy. Natomiast pole stacjonarne to pole, na którym zachodzą regularne przepływy. 
	Pole zmienne, w którym zmiana zachodzi tak powoli, że każda zmiana może być rozpatrywana jako odrębne pole stacjonarne nazywamy quasi stacjonarnym.
	Pola grawitacyjne i elektromagnetyczne to są pola statyczne lub stacjonarne. W hydromechanice mamy do czynienia często w polami zmiennymi. 
	Ścisłe rozważanie kryteriów klasyfikacji pół fizycznych prowadzi do wniosku, że najistotniejszym elementem jest tutaj porównanie prędkości ruchu ciał i szybkości przepływów. Jeżeli ciało, będące źródłem i obiektem oddziaływania pola, porusza się na tyle wolno, że w każdej chwili możemy uznać przepływ istotnej dla pola wielkości za już dokonany, pole możemy uznać za stałe. Natomiast pole, w którym ciała poruszają się z prędkością, której nie możemy zaniedbać w porównaniu z prędkością przepływu, traktujemy jako zmienne.

II. Podstawy teoretyczne. Analiza pola.  
Matematyczne analizy pola pozwalają na dokładny opis zjawisk fizycznych występujących w tym obszarze. Metodologia matematycznej teorii pola jest uogólnieniem oraz rozwinięciem metod analizy i geometrii różniczkowej. Zagadnienia analizy pola, w swym podstawowym zakresie, sprowadzają się do badania rozkładu pola. Wprowadza także wielkości charakteryzujące pola skalarne i wektorowe i formułowania ogólnych związków między nimi. Pozornie te działania wyglądają na abstrakcyjne. Jest to tylko pozór. Twierdzenia teorii pola mają sens fizyczny i w sposób właściwy opisują rzeczywistość. Podstawowymi pojęciami analizy pola są:
- gradient,
- dywergencja,
- rotacja. 

II.1 Gradient.
	Do znalezienia przyrostu funkcji pola skalarnego przy zmianie położenia, trzeba wybrać dogodny układ współrzędnych. Funkcję skalarnego położenia oznaczamy u(r). Zmianę położenia określamy indeksem dr. Nasza rozpatrywana funkcja pola będzie funkcją tylu zmiennych, ile mamy współrzędnych. W układzie kartezjańskim będzie to:

u = u(x,y,z).
	Przyrost funkcji pola jest sumą iloczynów jej pochodnych względem współrzędnych i różniczek współrzędnych. Zatem funkcja pola funkcją tylu zmiennych, ile mamy współrzędnych:



Przyrost funkcji pola można zatem przedstawić jako skalarny iloczyn dwóch wektorów o następujących składowych:
- pierwszy wektor:
 , , 
- drugi wektor:
dx,dy,dz.

A zatem nasze równanie ma postać:


Pierwszy z tych wektorów to gradient funkcji. Zatem pojęcie gradientu możemy zapisać wzorem:

gradu =  

Drugi wektor jest przemieszczeniem dr.
	Przyrost funkcji pola możemy przedstawić jako skalarny iloczyn gradientu funkcji pola i przemieszczenia. Możemy to zatem zapisać w następujący sposób:

du = gradudr 
	Wyprowadzony wzór jest uogólnieniem wzoru na przyrost funkcji jednej zmiennej. Matematycznie przedstawimy to za pomocą funkcji f(x).

	Pochodna  charakteryzuje lokalną zmienność  przy nieskończenie małym przemieszczeniu. Lokalną zmienność możemy także nazwać graniczną szybkością wzrostu. Gradient jest odpowiednikiem przestrzennym tej pochodnej dla funkcji wielu zmiennych, charakteryzującym lokalną zmienność pola. Można czasami spotkać oznaczenie gradientu w postaci niezależnej od układu współrzędnych. Może to być wzór o takim kształcie:

gradu = 

II.2 Kierunek gradientu,
	Przyjrzyjmy się rysunkowi 12. Powierzchnie o stałej wielkości wartości funkcji pola czyli wielkości u, nazywamy izopowierzchniami. Na izpowierzchni 
u = const lub du = 0
Zatem możemy zapisać, że:

gradudr = 0 

Zerowanie się iloczynu skalarnego dowodzi prostopadłości wektorów. Na izopowierzchni gradient jest prostopadły do przemieszczenia. Zatem możemy powiedzieć, że gradu jest prostopadły do izopowierzchni. Przy dowolnym kierunku przemieszczenia przyrost funkcji pola jest równy ilorazowi:

du = |gradu| |dr|cos  

Jak widzimy na rysunku kąt  jest umieszczony pomiędzy gradu a dr. Iloczyn skalarny osiąga maksimum dla  = 0. To oznacza, że 
dr|| gradu, 
czyli przemieszczenie ma kierunek gradientu. Gradient ma więc kierunek przemieszczenia, dla którego:

du = max,
czyli kierunek największego wzrostu funkcji u(r).

II.3 Gradient wartości promienia wodzącego.
	Aby obliczyć gradient promienia wodzącego (gradr) należy do wzoru podstawić wyrażenie:


	Przyrost tej funkcji jest równy dr. A więc możemy powiedzieć, że:


	Z drugiej strony, elementarny przyrost wartości promienia wodzącego czyli zmianę jego długości można przedstawić jako:

.

Wówczas nasz wzór definicyjny ma postać:

 

II.4 Gradient jako gęstość strumienia pola.
	Aby zobrazować ten problem zbudujmy sobie między izopowierzchniami niewielki walec. Na rysunku 13 zobrazowano sytuację będącą podstawą naszych rozważań. Jego podstawy o polu, które oznaczymy indeksem  leżą na obu powierzchniach. Natomiast pobocznica jest do nich w przybliżeniu prostopadła czyli równoległa do gradientu. W polu skalara, które oznaczamy w naszym przypadku indeksem u wybieramy izopowierzchnie, które znajdują się w odległości oznaczoną na rysunku jako h. Na jednej z izopowierzchni wartość pola wynosi u. Druga zaś po uwzględnieniu przesunięcia wynosi u +du. Gradient pola jest w stosunku do obu izopowierzchni w każdym miejscu prostopadły. Ważnym elementem jest tutaj matematyczne prawidło, że:

Strumień pola przez całą powierzchnię walca jest równy:


  W tym równaniu pominięty został strumień przez pobocznicę walca. Ze względu na symetrię jest on równy zeru. Jak widzimy na rysunku  oznacza wektor pola podstawy leżącej na izopowierzchni u + du. Oznacza to, że ma on kierunek i zwrot gradientu. Możemy więc nasze równanie zapisać w następujący sposób:


W naszym równaniu  oznacza objętość walca. Zatem po dalszym przekształceniu i zastosowaniu całkowania nasz wzór ma postać:



Zatem


Opisana tym wzorem zależność ma charakter przybliżony. Przybliżenie jest tym ściślejsze im mniejszy jest walec. Jeżeli zastosujemy granicę funkcji, którą nazywamy pochodną przestrzenną to nasze równanie ma postać:


	Możemy zatem powiedzieć, ze gradient jest przestrzenną gęstością strumienia pola przez powierzchnię ograniczającą dany obszar. Wniosek ten ma charakter ogólny. Jest on niezależny od kształtu obszaru.
	Analizując nasze rozważania możemy zatem powiedzieć, że sam strumień jest całką  gradientu. Wówczas zapis matematyczny tego twierdzenia ma postać:

	Ten dowód został zobrazowany na rysunku 13. Widzimy, że strumień pola u przez powierzchnię walca jest iloczynem objętości walca i gradientu pola. Jeżeli zmniejszymy objętość walca do zera to otrzymamy pochodną przestrzenną.

II.5 Dywergencja.
	Wektor pola, który oznaczamy indeksem w(r) możemy rozłożyć składowe w kierunku odpowiednich współrzędnych. Jeżeli zapiszemy to w układzie kartezjańskim  gdzie:



Każda z tych składowych jest, podobnie jak wektor w, funkcją następujących współrzędnych:





	Na rysunku 14 widzimy, że rozkładając wektor pola w kierunku współrzędnych i dodając do siebie ich pochodne względem tych współrzędnych otrzymujemy dywergencję pola.
	Idąc dalej w naszym rozumowaniu utwórzmy pochodne składowych względem odpowiednich współrzędnych. Oznaczymy je indeksami:



Suma tych pochodnych składowych nazywana jest dywergencją czyli rozbieżnością wektora pola. Definicyjny zapis matematyczny ma postać równania:

div w = .

Dywergencja jest skalarem i jest zależna od położenia.

II.6 Dywergencja jako gęstość strumienia.
	Strumieniem, w ujęciu skalarnym, wektora wychodzącego z powierzchni nazwaliśmy całkę skalarnego iloczynu wektora w i elementu powierzchni ds:



Strumień elementarny wyraża się związkiem różniczkowym:



	A teraz przyjrzyjmy się rysunkowi 15. Jest na nim zobrazowany sześcian, który ma objętość dV. Znajdźmy jego gęstość strumienia. Jak widzimy został on umieszczony w układzie kartezjańskim o osiach równoległych do sześcianu. Zatem nasz rachunek przeprowadzimy dla układu kartezjańskiego. W naszym układzie podstawowym założeniem jest:



	Strumień z powierzchni prostopadłych do osi x jest różnicą strumieni wychodzących ze ściany w punkcie x +dx i ściany w punkcie x. Odpowiednie wartości składowej wx wektora pola noszą wx(x + dx) i wz(x). Całkowity strumień składowej wektora wx wynosi:



 Znak minus w równaniu bierze się stąd, że wektor powierzchni ma w punkcie x + dx zwrot zgodny z wersorem x’, a w punkcie x przeciwny. Zwrot przeciwny w punkcie x nazywamy także zwrotem normalnej zewnętrznej. W naszym równaniu dydz jest polem ściany prostopadłej do osi x, to widać dokładnie na rysunku 15. Wyrażenie w nawiasie kwadratowym jest przyrostem składowej wx na drodze równej grubości sześcianu dx. Znając zależność wx(x) można go obliczyć jako iloczyn pochodnej i różniczki. Wówczas nasz zapis ma postać równania:



Po podstawieniu do równania całkowitego strumienia składowej nasze równanie ma postać:
  .

Podobnie możemy obliczyć strumień z powierzchni prostopadłych do osi y:

  .

Dalej tak samo obliczamy strumień prostopadłych do osi z:


  .
 
Wobec powyższego całkowity strumień przez wszystkie powierzchnie możemy wyrazić za pomocą całki:



Wyrażenie zapisane w nawiasie jest dywergencją wektora w. Dlatego możemy to zapisać w skrócie:



Prowadzi to do sformułowania definicji dywergencji niezależnej od układu współrzędnych. Wykorzystując pojęcie granicy funkcji definicyjny zapis dywergencji ma postać:



Zatem możemy powiedzieć, że:
Dywergencja jest przestrzenną gęstością strumienia pola wektorowego.
	Przyjrzyjmy się teraz pewnemu szczególnemu dywergencji wektora powierzchni, jakim jest strumień wektora położenia przez powierzchnię kuli.
	Nasza rozpatrywana kula ma promień, który oznaczamy indeksem r i objętość, którą oznaczamy V.
	Jak wiemy z podstaw matematyki, wzór na objętość kuli ma postać:

V = 

Jeżeli objętość poddamy całkowaniu to nasze wyrażenie ma postać:



dalej przekształcając nasze równanie w oparciu o definicję dywergencji otrzymujemy: 

.

II.7 Rotacja. 
Do tej pory omawianymi składowymi gradientu były pochodne skalarnej funkcji pola względem poszczególnych współrzędnych. W skład dywergencji wchodzą pochodne składowych wektorowego pola oznaczonego indeksem w, względem jednoimiennych współrzędnych. Czyli składowej wx względem X, wy względem y, wz względem z. Dokonamy teraz różniczkowania wektora w względem pozostałych współrzędnych, czyli utworzymy pochodne:






Każda z nich oznacza lokalną zmienność danej składowej przy przemieszczaniu się prostopadle do niej.  Następnie przegrupujemy parami pochodne, w których występują tylko dwie współrzędne, a więc:
x,y
y,z
z,x
i utworzymy ich różnice od z,y i i zachowując cykliczną kolejność:
 – ,
 –  , 
.
Każda taka różniczka jest miarą różnicy zmienności dwóch składowych. Oznacza to, że pokazuje ona o ile szybciej zmienia się pierwsza od drugiej przy przemieszczaniu się w kierunku różnoimiennych współrzędnych. Mnożąc je przez wersory pozostałych współrzędnych przypisujemy im odpowiednie kierunki i tworzymy z nich składowe wektora, którego nazywamy rotacją. Zatem rotacja to wektor, który stanowi sumę iloczynów:

rot w = (  – )x’ + ( – )y’ +  )x’.

II.8 Cyrkulacja.
	Jeżeli zaczniemy się przemieszczać w polu wektorowym możemy zaobserwować zmiany wartości i kierunku wektora. Ten wektor tradycyjnie oznaczymy indeksem w. Możemy je opisać mnożąc skalarnie w każdym punkcie wektor pola przez przemieszczenie elementarne dr i całkując tak utworzone iloczyny wzdłuż całego toru. Jeżeli dokonamy całkowania po konturze zamkniętym to otrzymamy cyrkulację naszego wektora oznaczonego indeksem w. Matematyczny zapis definicyjny ma postać:



Element cyrkulacji będzie wówczas równy:




II.9 Związek między rotacją a cyrkulacją.
	Jaki mamy związek cyrkulację wektora z rotacją? Aby odpowiedzieć na to pytanie przyjrzyjmy się rysunkowi 16. Na tym rysunku możemy zobaczyć, że cyrkulacja wektora po konturze prostopadłym do współrzędnej jest iloczynem składowej rotacji i pola kontutru. Na początek obliczamy cyrkulację po konturze o bokach równych dx i dy. Boki te są prostopadłe do osi z. Będzie ona równa sumie iloczynów składowych wektora, którego oznaczamy indeksem w i składowych przemieszczenia. Musimy pamiętać, że iloczyn skalarny jest sumą iloczynów składowych wektorów – czynników. 
	Wybierzmy skrętność okrążania konturu. W naszym przypadku będzie odwrotnie do ruchu wskazówek zegara, tak jak przedstawiono to na rysunku 16. Biorąc pod uwagę, że wartości odpowiednich składowych zmieniają się od  do  i od  oraz , to otrzymujemy równanie:



	W naszym wzorze występuje znak minus. Ten znak występuje wszędzie tam, gdzie przemieszczamy przeciwnie do zwrotu osi współrzędnych. Wartości składowych wektora w miejscach:




możemy wyrazić za pomocą wartości x i y. Wówczas nasze wyrażenie ma postać:




Po podstawieniu ich do poprzedniego wyrażenia otrzymujemy wzór:



	W bardzo podobny sposób oblicza się cyrkulację do osi x oraz osi y. Wówczas nasze wzory mają postać:




	Jeżeli oznaczymy elementarne powierzchnie prostopadłe do osi x,y,z indeksami:







wówczas otrzymamy równania w postaci:




	Wyrażenia w nawiasach to składowe rotacji wektora, którego oznaczyliśmy indeksem w. Powracając do definicji cyrkulacji, można przedstawić powyższe zależności za pomocą całki. Postać całkowa jest dla prostopadłej do  składowej rotacji. Wówczas nasze równanie definicyjne ma postać:



Zatem możemy powiedzieć, że składowe rotacji są powierzchniowymi gęstościami odpowiednich cyrkulacji.
II.10 Rotacja wektora położenia.
	Przyjrzyjmy się pewnemu szczególnemu przypadkowi jakim jest rotacja wektora położenia. Wówczas zachodzą zależności, które możemy zapisać w następujący sposób:

w = r  -  co jest wynikiem faktu, że wartość wektora jest równa promieniowi.

Oznacza to wówczas, że:





	Współrzędne x,y,z są od siebie niezależne, wobec czego:


  
	Ten sam dowód i wynik można uzyskać za pomocą równania całkowego:



II.11 Rotacja jako gęstość strumienia.
	Przedstawiona wcześniej definicja wektorowego strumienia pola wektorowego pokazywała nam to jako całkę powierzchniową:



	Na początek obliczamy strumień po przesunięciu:

 D
	przez wszystkie ściany elementarnego sześcianu o objętości równej:



	rozpiętego w polu wektora oznaczonego indeksem w, między współrzędnymi kartezjańskimi:





	Na rysunku 17 przedstawiono opisywaną sytuację. Na początek przypomnijmy sobie także jaki są składowe kartezjańskie iloczynu wektorowego:

.
 
	W naszym przypadku musimy uwzględnić następujące założenia:
- ,
- zależność wektora pola od położenia.

	Znajdujemy równoległą do osi skłądową iloczynu . Składowa  odpowiada ścianom prostopadłym do osi , które są oddalone od siebie o  Udziały obu ścian w pierwszym iloczynie będą miały przeciwne znaki. Zamiast indeksu musimy podstawić wartości, jakie przybiera równoległa do osi  składowa wektora  na obu ścianach, a więc  i . W podobny sposób pomnożymy , czyli  i  przez , czyli  W wyniku takiego działania otrzymujemy równanie:



Jeżeli weźmiemy po uwagę, że:




i podstawimy do naszego wcześniej przedstawionego wzoru, to otrzymamy wyrażenie o następującej postaci: 



	Na rysunku 17 widzimy, że składowa wektorowego iloczynu wektorów  i  jest wziętym ze znakiem minus iloczynem odpowiedniej składowej rotacji i objętości  
	A teraz znajdźmy składową równoległą do osi y. Robimy to podobnie jak w przypadku osi x. A zatem nasze równanie ma ostateczną postać dla osi y:



	W przypadku osi  równanie ma postać:



	Analizując te równania i podstawiając je do wzoru na iloczyn wektorowy możemy go całościowo obliczyć. Wówczas otrzymamy wyrażenie w postaci: 



	Jeżeli nasz otrzymany wzór porównamy z definicyjnym wzorem rotacji to możemy zauważyć, że wyrażenie w nawiasie kwadratowym jest rotacją wektora ze znakiem minus. Zatem możemy powiedzieć, że:

.

Po scałkowaniu tego wyrażenia otrzymujemy postać:


 
Znak minus w naszym wyrażeniu możemy najłatwiej usunąć zmieniając kolejność czynników iloczynu wektorowego. Wówczas nasze równanie uzyskuje postać:



W tym równaniu V oznacza objętość obszaru ograniczonego powierzchnią S.
	A teraz obliczmy gęstość strumienia wektorowego. Zastosujemy do tego definicyjne równanie dywergencji jako przestrzennej gęstości strumienia pola wektorowego. W naszym przypadku będzie ono ze znakiem minus. Wówczas nasz wzór ma postać:


	Możemy zatem powiedzieć, że rotacja jest wziętą ze znakiem minus przestrzenną gęstością wektorowego strumienia wektora  Twierdzenie to możemy zapisać także w tradycyjnej postaci, z wykorzystaniem pojęcia granicy funkcji:



	Przeprowadźmy teraz porównanie z definicjami gradientu i dywergencji. Jak wcześniej wskazano definicyjne równanie dywergencji ma postać:



Natomiast równanie definicyjne gradientu ma postać:



	Jeżeli spojrzymy na te równania to widzimy, że wszystkie te trzy funkcje stanowią przestrzenne pochodne pola. Gradient jest wektorową pochodną pola skalarnego. W przypadku dywergencji mamy do czynienia ze skalarną pochodną pola wektorowego. Z kolei rotacja jest wektorową pochodną pola wektorowego.


III. Twierdzenia teorii pola Gaussa i Stokesa. 
Dla zrozumienia teorii pola i jej sensu fizycznego oraz matematycznego dowodu przydatne są twierdzenia sformułowane w XIX wieku. Są to twierdzenia niemieckiego fizyka, matematyka, astronoma i geodety Carla Fiedricha Gaussa oraz irlandzkiego matematyka i fizyka George Gabriela Stokesa. W przypadku Gaussa mamy do czynienia z twórcą podstawowych praw związanych z geodezją, która to stanowi praktyczne zastosowanie zasad teorii pola w ujęciu matematycznym jak i fizycznym.



III.1 Twierdzenie Gaussa.
Twierdzenie Gaussa jest jednym z najważniejszych twierdzeń teorii pola oraz pozwala na jego praktyczne zastosowanie. Ma ono kolosalne znaczenie w geodezji, hydromechanice czy mechanice ogólnej. 
Dywergencję pola wektora, którego oznaczamy indeksem „w” określamy jako lokalną gęstość jego strumienia wychodzącego z elementu objętości. To wynika z naszych wcześniejszych rozważań. Przyjrzyjmy się rysunkowi 18. Jeżeli chcemy znaleźć całkowity strumień wychodzący z obszaru skończonego, to musimy dokonać scałkowania strumienia elementarnego po całej powierzchni zamykającej obszar. Możliwość taką uzyskujemy dlatego, że dla każdej pary sąsiadujących ze sobą elementów strumienie przechodzące przez graniczne powierzchnie znoszą się. Dla jednego elementu jest strumieniem dodatnim, a dla drugiego ujemnym. Wówczas po zsumowaniu pozostaje tylko strumień przez zewnętrzną powierzchnię całego obszaru. Wówczas możemy zapisać to za pomocą wzoru:



	Tak zapisane równanie jest zapisem matematycznym twierdzenia Gaussa. Twierdzenie to możemy wysłowić w następujący sposób:

Całkowity strumień wektora wychodzący przez powierzchnię zamkniętą, otaczającą jakiś obszar w polu wektorowym, jest równy rozciągniętej na całą objętość obszaru całce dywergencji pola.
Teraz zastanówmy się jaki jest sens fizyczny twierdzenia Gaussa. Jeżeli popatrzymy na nasze równanie to lewa strona oznacza strumień wektora w. Strumień ten pochodzi od obiektów będących źródłami pola, które znajdują się wewnątrz rozpatrywanego obszaru. Im więcej tych obiektów, tym większa gęstość strumienia i tym większa dywergencja. Jeżeli wyobrazimy sobie pole jako coś, co ma miejsce swojego powstania u źródeł, to uwidacznia nam się związek dywergencji z wydajnością, który przedstawiono w równaniu. Przedstawioną w równaniu całkę z dywergencji: 



nazywa się także wydajnością źródeł pola zawartych w objętości V. Możemy zatem twierdzenie Gaussa wysłowić w nieco inny sposób, które ma sens fizyczny wynikający z dowodu matematycznego. Wówczas definicyjne twierdzenie Gaussa w ujęciu fizycznym ma następujące brzmienie:

	Całkowity strumień wychodzący z powierzchni zamykającej obszar pola jest równy wydajności zawartych w nim źródeł.

	To twierdzenie jest bardzo istotne w rozpatrywaniu zjawisk związanych z mechaniką płynów, hydraulice czy hydrodynamice. Ma także zastosowanie w innych dziedzinach fizyki jak elektromagnetyzm czy opisu pola grawitacyjnego.
	Opisane powyżej twierdzenie nazywane jest także twierdzeniem Gaussa – Ostrorogadzkiego. Sformułowali je w XIX wieku Michaił Wasilijewicz Ostrodgradzki, rosyjski a ściślej ujmując ukraiński matematyk oraz Carl Friedrich Gauss, niemiecki matematyk, astronom i geodeta.

III.2 Twierdzenie Stokesa. 
	Twierdzenie Stokesa ma bardzo ważne znaczenie i szerokie zastosowanie w praktyce. Obok fizyki i chemii używamy go do obliczeń konstrukcyjnych i planistycznych. Przejdźmy zatem do opisu tego twierdzenia. Przyjrzyjmy się rysunkowi 19.
	Tak jak wcześniej poznaliśmy rotację określamy jako powierzchniową gęstość cyrkulacji. Wówczas zapisujemy to matematycznie w postaci wzoru:

   
	
	Teraz przejdziemy do obliczania cyrkulacji wzdłuż zamkniętej krzywej C, otaczającej skończony obszar pola. W tym celu scałkujemy cyrkulację po całym konturze. Musimy pamiętać, że przyczynki do cyrkulacji, odpowiadające odcinkom granicznym sąsiadujących ze sobą konturów elementarnych, znoszą się. Wówczas otrzymamy wyrażenie w postaci:



Jest to równoznaczne ze scałkowaniem gęstości cyrkulacji, czyli rotacji wektora pola powierzchni, której brzegiem jest krzywa oznaczona indeksem C. Ta powierzchnia ma charakter dowolny. Wówczas nasz wzór ma postać:



	Całka w tej postaci jest skalarnym strumieniem wektora rotacji przez powierzchnię. Jeżeli porównamy ją z poprzednią całką to otrzymamy związek:


To równanie jest matematycznym zapisem twierdzenia Stokesa, które możemy wysłowić w następujący sposób:
Cyrkulacja wektora po zamkniętym konturze jest równa strumieniowi jego rotacji przez powierzchnię rozpiętą na tym konturze. Takich powierzchni może być nieskończenie wiele.
Opisane w niniejszym rozdziale prawo sformułował w XIX irlandzki matematyk i fizyk George Gabriel Stokes. Sformułował on wiele praw, które stanowią podstawy matematyki i fizyki w dziedzinie optyki i mechaniki płynów oraz teorii pola. 

IV. Zastosowanie prawa Stokesa i Gaussa.
Poznane w rozdziale III twierdzenia mają szerokie zastosowanie w teorii pola. W niniejszy rozdziale opiszemy sens fizyczny i matematyczny następujących zjawisk z zastosowaniem prawa Stokesa i Gaussa:
- pole bezwirowe,
- potencjał skalarny pola bezwirowego,
- pole selonoidalne,
- potencjał wektorowy pola selonoidalnego,
- nabla,
- drugie pochodne pola,
- wzory Greena.

IV.1 Pole bezwirowe.
Prawo Stokesa ma bardzo istotne zastosowanie przy rozpatrywaniu zjawiska pola bezwirowego. Na początek musimy sobie przypomnieć, że wektor bezwirowy to taki wektor, którego rotacja jest równa zeru. Jeżeli zastosujemy tutaj twierdzenie Stokesa to możemy ten warunek zapisać równaniem:
 


	Z tego równania wynika wniosek, że:
 cyrkulacja wektora bezwirowego wzdłuż dowolnego konturu zawartego wewnątrz pola jest równa zeru.
	Zatem możemy dalej stwierdzić, że:
Pole wektora bezwirowego możemy nazwać polem bezwirowym.
	Aby dokładne to zobrazować przyjrzyjmy się rysunkowi 20. Mamy tutaj przykład pola bezwirowego. Wzdłuż boków a i c iloczyny  są równe zeru. Całki  wzdłuż boków b i d są jednakowe. Mają one jednak przeciwne znaki. Rezultatem tego jest, że cyrkulacja po całym konturze C znika, rotacja wektora w jest równa zeru. Kontur w tym przypadku może mieć dowolnie małą wielkość.  Matematycznie tę zależność możemy zapisać równaniami:




	Na koniec spróbujmy utworzyć bardziej ogólne zależności . Dla zilustrowania wybieramy wektor będący gradientem skalarnego pola oznaczonego indeksem  Wówczas możemy zapisać:



	Jeżeli zastosujemy definicję gradientu to możemy powiedzieć, że jego cyrkulacja po konturze zamkniętym jest równa zeru. Matematycznie zapisujemy to za pomocą równania całkowego:



	Ten warunek prowadzi nas do wniosku, że:
gradient jest polem bezwirowym.

	Wówczas definicyjny wzór ma postać:

.

	Analizując te zależności możemy stwierdzić, że:

Jeżeli dowolny wektor jest gradientem pola skalarnego, to jego rotacja jest równa zeru.

	Te ogólne wnioski wypływają wprost z zastosowania twierdzenia Stokesa. Są one ważne przy rozpatrywaniu zjawisk hydromechanicznych  czy fizycznych i fizykochemicznych.

IV.2 Potencjał skalarny pola bezwirowego. 
	Jeżeli spojrzymy na nasze wcześniejsze rozważania to możemy powiedzieć, że:
każdy wektor bezwirowy, który znajduje się w obszarze jednospójnym można uważać za gradient dowolnej funkcji skalarnej.

	W tym punkcie musimy sobie przypomnieć pojęcie obszaru jednospójnego, które to jest pojęciem z dziedziny analizy matematycznej. Obszarem jednospójnym nazywamy obszar, w którym  każdą zawartą w nim pętlę można w sposób ciągły zdeformować do punktu, pozostając cały czas w obszarze. 
	Jeżeli nasza funkcja skalarna będzie oznaczona  , to nasze wyrażenie ma postać:

 .

Jeżeli nasze wyrażenie pomnożymy przez minus jeden  to nasze wyrażenie ma postać:

.

To wyrażenie jest zwane potencjałem skalarnym.  Wektor bezwirowy jest zatem równy ujemnemu gradientowi potencjału. Ważnym warunkiem tego równania jest fakt, że rotacja wektora o indeksie w jest równa zeru (). Dlatego też pole bezwirowe nazywamy polem potencjalnym. Pole potencjalne to takie pole, które ma różny od zera potencjał skalarny. Sens fizyczny opisanej wielkości może mieć różny charakter. Najczęściej możemy go spotkać w polu sił gdzie:



Jak widzimy potencjałem skalarnym jest energia potencjalna (Ep). Jeżeli natomiast przeanalizujemy zjawisko potencjału skalarnego w polu natężeń to możemy wyprowadzić następujące równanie:


F – siła
K – natężenie pola
Wo – obiekt oddziaływania
Ep – energia potencjalna

	Fizyczny sens tego równania można wyjaśnić tym, że potencjał skalarny jest równoznaczny z tym co w fizyce nazywamy potencjałem grawitacyjnym, elektrycznym itp. Jest to zależne od rodzaju oddziaływania. Indeks wo charakteryzuje nam obiekt oddziaływania. 
	Podana definicja ma pewną ułomność. Nie określa ona jednoznacznie potencjału skalarnego. Przeanalizujmy sobie pewien przykład. Jeżeli do Vs dodamy dowolną wielkość C, której gradient jest równy zero czyli C = const, to nie wpływa ona na wartość wektora w. Wynika to wprost z równania:



Widzimy zatem, że potencjał znamy tylko z dokładnością do stałej. W celu pozbycia się dowolności, co jest istotne w wyrażaniu sensu fizycznego, wprowadza się zwykle dodatkowy warunek. Na przykład w miejscu, w którym w = 0, także potencjał jest równy zero. Wówczas w naszym równaniu C = 0. Brak wprowadzenia dokładnych warunków wprowadza pewną dowolność i zaprzecza sensowi fizycznemu opisywanych zjawisk.

IV.3 Pole selonoidalne.
	Pole selonoidalne nazywane jest także polem bezźródłowym. Wektor o rotacji różnej od zera nosi nazwę wirowego. Pole takiego wektora naywamy wirowym. Linie takiego pola tworzą zamknięte wiry. Rotacja takiego pola nazywana jest także wirowością i jest miarą ich gęstości. 
	Rotacja jest wektorem, którego wartość i kierunek są zależne od położenia. Z każdym wirowym polem wektorowym wiąże się wektorowe pole rotacji. Dla obliczeń wprowadzimy wówczas warunek:



Ten warunek i równanie zastosujemy do wydzielonego z pola rotacji obszaru V. Wówczas z twierdzenia Gaussa możemy wyprowadzić równanie:



Indeksem S oznaczyliśmy pole powierzchni zamykającej obszar V. Za pomocą poprowadzonej na niej zamkniętej krzywej C możemy ją podzielić na dwie części o polach S1 i S2. Widzimy tę sytuację na rysunku 21. Wówczas twierdzenie Gaussa pozwala nam na zapis równania w postaci:



	Jak spojrzymy na rysunek 21 widzimy, że całki  wzdłuż boków a i c są równe zeru. Natomiast wzdłuż boków b i d mają różne wartości. Cyrkulacja po konturze C nie jest równa zeru, co prowadzi do różnej od zera rotacji. Wówczas pole jest wirowe. Wówczas zachodzą zależności:




	A teraz przyjrzyjmy się zastosowaniu twierdzenia Stokesa dla analizy pola selonoidalnego. Na początek przyjrzyjmy się rysunkowi 22. Jak widzimy powierzchnie S1 i S2 są rozpięte na tej samej krzywej oznaczonej indeksem C. Stosując twierdzenie Stokesa musimy pamiętać, że kierunek konturu krzywej C przy obliczaniu cyrkulacji jest zależny od kierunku zewnętrznej normalnej do każdej powierzchni. Wówczas wartość cyrkulacji będzie w obu przypadkach jednakowa. To jest ta sama krzywa. Ma ona jednak znak przeciwny. Widać to na rysunku 22. To jest niezwykle ważne spostrzeżenie. Wówczas nasze równanie oparte o twierdzenie Stokesa ma postać:



Zatem przy zastosowaniu pojęcia dywergencji:



a zatem:

.

	Możemy zatem powiedzieć, że jeżeli jakiś wektor jest rotacją innego wektora, to jego dywergencja jest równa zeru.  Taki wektor, który jest rotacją innego wektora nazywamy wektorem solenoidalnym. Jeżeli zastosujemy tutaj równanie Gaussa możemy go zdefiniować jako wektor, którego strumień skalarny przez powierzchnię zamkniętą jest równy zeru. Wówczas nasze równanie definicyjne przybiera postać:



	Z równania tego widzimy, że pole to ma dywergencję równą zeru. Pole takiego wektora nazywamy solenoidalnym lub bezźródłowym.

IV.4 Potencjał wektorowy pola solenoidalnego.
	Z przedstawionych do tej pory definicji i prawa Stokesa oraz Gaussa wynika, że każdy solenoidalny wektor można uważać za rotację jakiegoś innego wektora. Dla zilustrowania tego przykładu nasz wektor oznaczymy indeksem . Wówczas zachodzi zależność:

.

Wektor  nosi nazwę wektorowego potencjału pola w(r). Jego sens fizyczny zależy od rodzaju pola.  Opisana definicja nie określa w sposób jednoznaczny potencjału wektorowego. Wynika to z faktu, że dodanie do niego dowolnego wektora bezwirowego nie zmieni wartości wektora w. Tę dowolność usuwa się podobnie jak w przypadku potencjału skalarnego. Musimy dodać wówczas warunek dodatkowy. Na przykład najczęściej stosowany:



Dodanie dodatkowego warunku jest istotne z punktu widzenia opisu zjawisk fizycznych. Bez takich dodatkowych warunków opis byłby dowolny i nie odzwierciedlający rzeczywistych zdarzeń jakie mają miejsce w opisywanym polu. 
Obserwując nasze równania po dodaniu warunków szczegółowych możemy wysnuć wniosek, że:
- potencjał wektorowy jest wektorem solenoidalnym.
	Jak każdy wektor, ma trzy składowe skalarne. Pojęcie potencjału wektorowego ma bardzo szerokie zastosowanie w magnetyce, elektrodynamice czy fizyce i chemii jądrowej. 



IV.5 Nabla.
	Aby uprościć rachunki i zapisy równań z wykorzystaniem gradientu, rotacji i dywergencji wprowadzono wektor nabla. Oznaczamy go indeksem . Jest on zdefiniowany wzorem:

.

	Nabla jest operatorem czyli symbolem, który nabiera sensu po oddziałaniu na dowolną wielkość lub funkcję. Nie ma uzasadnienia matematycznego pytanie o wartość i kierunek wektora nabla. Jeżeli natomiast poddamy działaniu nim jakąś wielkość skalarną, którą w naszym równaniu oznaczymy indeksem u, to otrzymamy wektor o określonej wartości i kierunku. Wówczas będzie to gradient wielkości u. Wynika to wprost z zastosowania wektora nabla i definicji gradientu:

.

	Na operatorze możemy wykonywać formalnie takie same rachunki jak na innych wektorach. Jeżeli zastosujemy układ kartezjański, to jego składowymi będą operatory:


 
Iloczyn skalarny operatora nabla i innego wektora, oznaczonego indeksem w jest dywergencją. To wynika wprost z zastosowania definicji dywergencji. Nasze równanie ma wówczas postać:

 .

Jeżeli natomiast spojrzymy na iloczyn wektorowy, to zobaczymy że jest on rotacją. Widać to wprost gdy zastosujemy równanie definicyjne rotacji:




	W następnych rozdziałach poznamy praktyczne zastosowanie wektora nabla. Poznamy pojęcie drugiej pochodnej pola oraz wzory sformułowane przez angielskiego matematyka i fizyka George’a Greena. Wzory Greena  to szczególny przypadek twierdzenia Stokesa.

IV.6 Druga pochodna pola.
	Operator nabla pozwala nam na znalezienie drugich pochodnych pola.  Gradient, dywergencja i rotacja są przestrzennymi pochodnymi pola. Są to pierwsze pochodne. Za pomocą operatora nabla możemy dość łatwo znaleźć drugie pochodne. Aby to znaleźć musimy sobie przypomnieć reguły podwójnego mnożenia wektorów.  Przypomnijmy kilka przydatnych reguł:






	Teraz poszukamy drugich pochodnych pola. Możliwości takich poszukiwań są następujące:

1) 
2) 
3) 
4) 
5) 

	Pierwsza kombinacja  ma zastosowanie wyłącznie w matematyce teoretycznej więc z punktu widzenia teorii pola w ujęciu fizyki jest pomijalna i nie stanowi interesującego pola rozważań. Natomiast druga możliwość  przy zastosowaniu  operatora nabla ma następującą postać:



Trzecia i czwarta druga pochodna pola jest równa zeru. Wynika to wprost z zastosowanych obliczeń:

,


Piąta z przedstawionych możliwości ma następującą postać:


Pojawiająca się w równaniu nabla podniesiona do kwadratu, jest możliwa do obliczenia w wybranym układzie współrzędnych. W układzie kartezjańskim obliczamy to w następujący sposób:


 
Zastosowany operator  nosi nazwę laplasjanu. Ma on definicyjną postać:



W zastosowaniu do skalara laplasjan tworzy pole skalarne. W wyrażeniu  mamy do czynienia z laplasjanem wektora w. Wówczas tworzy on pole wektorowe o składowych:

,



Wówczas możemy zapisać równanie w postaci:

.

Po przekształceniu ostatniej z zależności otrzymujemy wyrażenie w postaci:


 
IV.7 Wzory Greena.

	Wzory sformułowane w XIX wieku przez George’a Greena, angielskiego fizyka i matematyka, stanowią pewną specyficzną interpretację twierdzenia Stokesa. Zostały one sformułowane dzięki zastosowaniu operatora nabla. Stosujemy tutaj także twierdzenie Gaussa. Zatem wzory Greena stanowią w zasadzie rozwinięcie obu tych twierdzeń za pomocą wektora nabla. 
	Dla naszych rozważań weźmiemy pole wektorowe zdefiniowane wzorem:



	W tym wzorze  jest skalarną funkcją położenia, a wektor jest gradientem jakiegoś innego pola skalarnego 

Dla tego pola twierdzenie Gaussa pozwala nam na sformułowanie równania:



Symbol nabla pozwoli nam znaleźć dywergencję pola . Nasze równanie ma wówczas postać:

 w + 

Gdy dokonamy podstawienia i biorąc pod uwagę, że dywergencja gradientu oznacza laplasjan otrzymamy wyrażenie:



Wyrażenie to jest ważne dla dwóch dowolnych funkcji . Te funkcje muszą być rozpatrywanym obszarze ciągłe, skończone i dwukrotnie różniczkowalne.
	Bardzo podobny rachunek możemy przeprowadzić dla pola, które jest zdefiniowane równaniami:


.

Otrzymamy wówczas zgodnie z prawem Gaussa:



Gdy dokonamy odejmowania stronami otrzymamy zależność, którą nazywamy wzorem Greena. Wyrażenie to ma postać:



Jeżeli zajdzie zależność:



to zależność przechodzi w tak zwany drugi wzór Greena, który ma postać:



V. Wyznaczanie rozkładu, źródeł i wirów pola.

Zagadnienia teorii pola można podzielić na dwie grupy. Pierwsza grupa to pola, w których dany jest rozkład badanego obszaru. Wówczas wyznaczamy z niego źródła i wiry. Druga grupa to obszary, w których znamy rozkład źródeł i wirów. Wówczas szukamy źródeł pola. W obu grupach stosujemy rachunek różniczkowy i całkowy. Równania teorii pola wyrażają prawa natury. Warunki brzegowe równań opisują konkretne układy fizykochemiczne czy fizyczne. Są to na przykład obwody elektryczne, zbiorniki płynów czy inne. Teoria pola ma także zastosowanie w ekonomii i taktyce wojskowej. Dlatego znajomość modelu matematycznego pozwoli nam na dokładniejsze zapoznanie się z prawami fizycznymi, ekonomicznymi czy elementami taktyki wojskowej.




V.1 Wyznaczanie źródeł pola.
	W rozdziale dotyczącym twierdzenia Gaussa zostało omówione pojęcie wydajności źródeł pola. Jeżeli wprowadzimy do tak poznanego równania indeks , to otrzymamy definicyjny wzór w postaci:



Dywergencję wówczas możemy obliczyć ze wzoru, w którym dywergencję możemy uważać za gęstość wydajności. Wyrażenie matematyczne ma wówczas postać:

.

	Możemy zatem powiedzieć, że gęstość wydajności źródeł jest proporcjonalna do gęstości wielkości charakteryzującej źródło. Często jest ona traktowana równoznacznie z gęstością źródeł.  Znajomość rozkładu gęstości źródeł pola, czyli funkcji  jest równoznaczna z wyznaczeniem źródeł. Kolejność działań metody wyznaczania źródeł można, w zwięzły sposób, przedstawić w sposób opisany poniżej.
	Jeżeli znamy rozkład pola wektorowego:



szukamy związane z nim skalarne pole dywergencji równoznaczne z polem gęstości źródeł:



Tego rodzaju rachunek jest właściwy tylko dla:



Jak wiemy z poprzednich rozdziałów pole o rotacji równej zero jest polem bezwirowym. Wówczas wektor pola możemy przedstawić jako ujemny gradient potencjału skalarnego:



Często zdarza się, że zamiast rozkładu pola dysponujemy znanym rozkładem potencjału:


Wówczas wyznaczanie źródeł pola jest prowadzone za pomocą znalezienia pola oraz jego dywergencji. Możemy też powiedzieć, że znajdujemy laplasjan czyli dywergencje gradientu potencjału. Wówczas zapis matematyczny takiej operacji ma postać:



Szczególnym  przypadkiem są pola solenoidalne. Jeżeli wyznaczymy źródło za pomocą definicyjnego wzoru to nasze obliczenia prowadzą nas do wniosku:


 
Możemy zatem powiedzieć, ze w przypadku pół solenoidalnych wyznaczanie źródeł traci sens. Dzieje się tak dlatego, że takie pole jest rozkładem wirów potencjału wektorowego. Warunek ten możemy zapisać za pomocą wzoru wcześniej poznanego:



	Jak zaczniemy szukać na podstawie opisanego warunku sam potencjał wektorowy , to natrafimy na trudności związane z różną rotacją różnych pól  W przypadku praktycznych obliczeń możemy to zniwelować gdy określimy warunki brzegowe. Najczęściej przyjmuje się, że potencjał wektorowy sam jest wektorem solenoidalnym, czyli:



	W przypadku pola skalarnego:



wyznaczamy pole wektorowe jego gradientu:



Wówczas rozkład źródeł możemy przedstawić za pomocą wyrażenia:



Pole gradientu  jest polem bezwirowym.
	Z powyższych przykładów i rachunków możemy wysnuć wniosek, że wyznaczanie źródeł i wirów obserwowanego pola sprowadza się do różniczkowania i dość nieskomplikowanych obliczeń rachunku różniczkowego. Jest to bardzo przydatna umiejętność przy obliczeniach konstrukcyjnych czy technicznych.

V.2 Twierdzenie o jednoznaczności pola.
	Wyznaczanie źródła danego pola nie nastręcza większych trudności. Problem pojawia się gdy musimy wyznaczyć pole danego rozkładu źródeł i wirów. Znajomość źródeł i wirów upoważnia nas do stwierdzenia, że znamy pola dywergencji i rotacji. Powstaje jednak pytanie, czy to wystarczy do jednoznacznego określenia pola? Jeśli tak to dlaczego? Różne pola mogą mieć taką samą dywergencję, gdyż dodanie wektora selonoidalnego jej nie zmieni. Bardzo podobnie jest gdy dodamy wektora bezwirowego, który nie zmieni nam rotacji. 
	Celem rozstrzygnięcia opisanych powyżej problemów, załóżmy chwilowo, że mamy do czynienia z dwoma polami:




Oba pola mają taką samą dywergencję:



i rotację:



Następnie dla naszych obliczeń utwórzmy wektor o indeksie R, który będzie różnicą obu wektorów:



Rotacja wektora R będzie wszędzie równa zeru:
.

Jak wiemy z wcześniejszych rozważań wektor zerowy uważamy za potencjalny i wówczas jego dywergencja zanika:




	Teraz zastosujemy drugi wzór Greena. Użyjemy go do potencjału :



Jeżeli podstawimy do naszego równania:




to otrzymamy równanie:



	Dotychczasowe obliczenia nie przeczą naszemu pierwotnemu założeniu. Wygląda na to, że dwa różne pola mogą mieć tę samą dywergencję i rotację. Wówczas jednoznaczne wyznaczenie pola z danych źródeł i wirów jest niemożliwe. Dysponowaliśmy jednak dotychczas niepełnymi danymi. W przypadku praktycznych obliczeń ważnym elementem są warunki brzegowe. Są one niezbędne w prowadzeniu obserwacji pola. Mają one zwykle postać związków, określających pole na granicy rozpatrywanego obszaru. Zatem do naszych założeń musimy dodać warunek brzegowy. Będzie nim ograniczenie, by wektory obu pól przyjmowały te same wartości i kierunki na powierzchni granicznej oznaczonej indeksem S. Wówczas zachodzi warunek:



Wówczas wektor R na polu S będzie miał następujące wartości:



	Oznacza to, że we wzorze Greena całka po powierzchni ograniczającej rozpatrywany obszar staje się równa zeru:



To pociąga za sobą zerowanie się prawej strony równania:



a co za tym idzie:



Jest to możliwe tylko dla R = 0 w całym obszarze. Dzieje się tak dlatego, że całka z R2 jest całką objętościową. Zatem jeżeli istnieją dwa pole, które mają tę samą dywergencję, rotację i warunki brzegowe, to są to pola identyczne i zachodzi warunek:



	Opisane zależności prowadzą nas do definicji tak zwanego twierdzenia o jednoznaczności pola. To twierdzenie można definicyjnie wysłowić:

Z danych źródeł i wirów możemy jednoznacznie wyznaczyć pole, jeżeli znamy tylko warunki brzegowe.



V.3 Ogólne zasady wyznaczania pola.
	W niniejszym rozdziale zajmiemy się metodyką wyznaczania pola z danych źródeł i wirów. Dla naszych rozważań  musimy sobie przypomnieć, że źródła pola  określa równanie:



Wiry natomiast określa równanie:



	Nadal będziemy pomijali w zapisie zmienną niezależną oznaczoną indeksem r. Funkcje są różne od zera w dowolnym obszarze skończonym.
	W ogólnym przypadku pole jest sumą pola bezwirowego oznaczonego indeksem i solenoidalnego oznaczonego indeksem :



Nasze równania wyjściowe przyjmują wówczas postać:


 

	Równania te musimy rozwiązywać osobno. Dlatego w następnych rozdziałach będziemy dokładnie osobno omawiać wyznaczanie pola bezwirowego i solenoidalnego.

V.4 Wyznaczanie pola bezwirowego. Równanie Poissona. 
	Z naszych wcześniejszych rozważań wiemy, że pole bezwirowe jest równoznaczne z potencjalnym, co zapisujemy równaniem:



Z równania wyjściowego wynika, że:


 
a co za tym idzie:



To ostatnie równanie możemy ogólniej przedstawić wprowadzając indeks k. Indeks k to stała dowolna. Wówczas nasze równanie ma postać:



W ten sposób otrzymaliśmy jedno z najważniejszych równań w teorii pola. Jest to równanie sformułowane przez francuskiego matematyka, mechanika teoretyka i fizyka Simeona Denisa Poissona. Równanie to nazywamy równaniem Poissona. Ma ono zastosowanie w mechanice, hydromechanice, fizyce, balistyce czy taktyce wojskowej.
	Aby rozwiązać te równanie musimy skorzystać z pierwszego wzoru Greena. Podstawimy w nim:




W naszym równaniu indeks r oznacza odległość od punktu P, w którym chcemy wyznaczyć pole od dowolnego punktu obszaru całkowania. Zobrazowano to na rysunku 23.  Wówczas wzór Greena przybiera postać:



Rozważając ten przypadek ograniczymy się do jednego z najprostszych przypadków gdzie mamy nieskończony obszar całkowania. Przyjmujemy założenie, że szukana funkcja maleje z odległością co najmniej tak szybko jak . Wynika stąd, że dla:




a dla:

,

które to znajduje się w punkcie P otrzymujemy wyrażenie nieoznaczone. Aby uniknąć nieoznaczności, musimy otoczyć punkt P kulą o promieniu . Wówczas będziemy szukać granicy całki dla . Obszar całkowania zawiera się pomiędzy powierzchnią wyznaczonej przez nas kuli a zewnętrzną powierzchnią S. Ważnym warunkiem w tym obliczeniu jest fakt, że jeżeli szukany potencjał maleje co najmniej odwrotnie proporcjonalnie do r, to bezwzględna wartość jego gradientu maleje co najmniej jak . Podobnie zmienia się gradient   . Wobec powyższego cała funkcja podcałkowa zmienia się co najmniej proporcjonalnie do , wówczas gdy powierzchnia S musi się zmieniać proporcjonalnie do r2. Z tych warunków wynika wniosek, że dla dużych wartości r przyczynek, jaki wnosi do całki po lewej stronie wzoru Greena powierzchnia zewnętrzna, dąży do zera.
	Teraz zajmiemy się powierzchnią wewnętrzną. Jak spojrzymy to gradient potencjału przybiera na niej wartość:


 
a gradient:



wynosi:



W granicy dla  potencjał osiąga szukaną wartość w punkcie P. Jego gradient staje się wówczas równy:



Ponieważ przed gradientem stoi wyrażenie , a powierzchnia zmienia się proporcjonalnie do , to przyczynek od pierwszego wyrazu zmienia się jak r, czyli dla  zmierza także do zera. Natomiast przyczynek od drugiego wyrazu dąży do wartości:



pomnożonej przez pole powierzchni kuli:

, 

czyli do ostatecznej wartości:



Jeżeli weźmiemy pod uwagę znak, otrzymamy ostatecznie wyrażenie całkowe:



Z prawej strony wcześniej wyprowadzonego wzoru Greena mamy:



Natomiast wyrażenie:



znika w całym obszarze całkowania. Wówczas wzór Greena ma końcową postać:



Z tych działań wynika, że rozwiązaniem równania Poissona dla dowolnie dużych r jest więc potencjał:



Równanie to możemy zapisać w bardziej ogólnej postaci. Wówczas wprowadzamy stałą oznaczoną indeksem k. Jest to stała dowolna, która może być na przykład związana z wyborem jednostek. Wówczas nasz ogólny i definicyjny wzór ma postać:



Natomiast samo pole znajdziemy przeprowadzając różniczkowanie potencjału zgodnie ze wzorem:



	Podsumowując ten rozdział spójrzmy na rysunek 23. Zauważymy, że jeżeli potencjał maleje odwrotnie proporcjonalnie do promienia r, otaczamy punkt P, w którym chcemy znaleźć wartość potencjału, kulą o promieniu r0. W granicy, gdy r0 maleje i dąży lub osiąga zero, potencjał osiąga szukaną wartość w punkcie P. Punkt oznaczony indeksem A jest dowolnym punktem obszaru całkowania. Natomiast S jest zewnętrzną powierzchnią obszaru całkowania.



V.5 Wyznaczanie pola solenoidalnego.
	Jak wiemy z naszych dotychczasowych rozważań wektor solenoidalny ma potencjał wektorowy oznaczony indeksem A zdefiniowany równaniem:



	Dodanie do potencjału wektorowego dowolnego wektora bezwirowego, czyli o rotacji równej zeru, nie zmieni wektora  Możemy więc zawsze dobrać potencjał A, by był bezźródłowy, czyli by:



Podstawmy więc wektor , który został określony za pomocą potencjału wektorowego, do równania wyjściowego:



Wówczas otrzymujemy:



	Ale jak już wcześniej stwierdziliśmy, analizując wzory Greena, to:



Wówczas dywergencja A jest równa zeru. Wobec czego gradient też jest równy zeru. Ostatecznie, po zmianie znaku otrzymujemy wyrażenie w postaci:


 
Wyrażenie to można ogólniej przedstawić, tak jak w przypadku pola bezwirowego, wprowadzając indeks k. Wówczas ten wzór ma postać:


	To ogólne równanie jest odpowiednikiem równania Poissona dla pól selonoidalnych. Jego rozwiązanie ma podobną postać jak w przypadku pól bezwirowych. Różnica polega na tym, że jest ono wektorem. Zapis równania całkowego ma wówczas postać:



Każda składowa wektora A spełnia warunki równania Poissona.
	Natomiast szukane pole  otrzymamy za pomocą różniczkowania potencjału:



Równanie to ma bardziej ogólną postać, z zastosowaniem stałej k:



	Wyznaczone za pomocą tych wzorów i twierdzeń pole, za pomocą wirów i źródeł rozciąga się na całą przestrzeń. W praktycznych obliczeniach mamy do czynienia z polami ograniczonymi przestrzennie. Trudno sobie wyobrazić rurę o nieskończonej średnicy czy pole walki o nieskończonej powierzchni. Wówczas istotne w obliczeniach są warunki brzegowe. Może to być średnica rury czy odległości pomiędzy formacjami bojowymi czy natężenie poszczególnych miejsc środkami bojowymi.

VI. Opis pola centralnego. 
Pole centralne ma istotne znaczenie w rozpatrywaniu teorii pola. Jest to związane z podstawowym znaczeniem sił i pól centralnych we wszystkich modelach i działaniach w dziedzinie fizyki. W przypadku pola centralnego stosujemy poznane wcześniej wzory i twierdzenia analizy pola, które zostały sformułowane lub przekształcone dla takich pól. Wektorowe pole centralne, zwane także sferycznym definiujemy wzorem:

.

Wzór ten można zapisać także w krótszej postaci:


We wzorze tym  – jest dowolną funkcją odległości od centrum. Przykładem takiej funkcji mogą być:

- funkcja pola sprężystości 
- pole grawitacyjne czy elektryczne 

Pola te opiszemy w dalszej części skryptu. Obecnie opiszemy podstawowe parametry i twierdzenia, które pozwalają nam opisać pole sferyczne. Są to:

- gradient sferycznego pola centralnego,
- gradient funkcji potęgowej,
- dywergencja sferycznego pola centralnego,
- dywergencja wersora położenia,
- dywergencja pola odwrotnie proporcjonalnego do kwadratu odległości,
- rotacja sferycznego pola centralnego,
- prawo Gaussa,
- prawo Stokesa,
- laplasjan sferycznego pola centralnego,
- pochodne przestrzenne we współrzędnych krzywoliniowych.

VI.1 Gradient sferycznego pola centralnego.
	Na początek musimy sobie przypomnieć, że gradient wyrażamy równaniem:



Na tej podstawie możemy już znaleźć gradient  dowolnej funkcji położenia. Gdy postąpimy zgodnie z regułą różniczkowania funkcji złożonej to otrzymamy równanie: 

 



VI.2 Gradient funkcji potęgowej.
	Dla rozważań związanych z teorią pola istotny jest gradient funkcji potęgowej. Nasze działania matematyczne mają dość prosty przebieg. Jednak są one ważne dla obliczeń pola sferycznego i dlatego je omówimy oddzielnie.
	Jeżeli to:


W szczególności zachodzi wówczas zależność:

,
,
.
,
,

i tak dalej.

VI.3 Dywergencja sferycznego pola centralnego.
	Jeżeli przeanalizujemy pole centralne, to możemy stwierdzić, że polem centralnym jest pole:



Jak wcześniej stwierdziliśmy jego dywergencja wynosi:



            Obliczanie dywergencji dowolnego sferycznego pola centralnego możemy obliczyć za pomocą różniczkowania. Sprowadza się to do różniczkowania iloczynu  Musimy zastosować operator nabla. Musimy jednak przy tym pamiętać, że w wyniku jego działania na skalar możemy otrzymać jedynie gradient skalara. Nasze działanie na skalar, zwane często także potocznie mnożeniem ma postać:



Po dalszych przekształceniach nasz wzór przybiera ostateczną postać definicyjną:



VI.4 Dywergencja wersora położenia.
        Dywergencja wersora położenia jest istotnym elementem w części dotyczącej dywergencji sferycznego pola centralnego. Stanowi ona przykład takiej dywergencji.
        Wektor jednostkowy promienia wodzącego możemy przedstawić w następujący sposób:



Jego dywergencję możemy znaleźć w następujący sposób:



Biorąc pod uwagę, że:


,

to otrzymujemy:



Stąd możemy wyprowadzić wzór definicyjny, który ma postać:


 VI.5 Dywergencja pola odwrotnie proporcjonalnego do kwadratu odległości.
          W omawianym przypadku także omówimy jeden z przykładów dywergencji sferycznego pola centralnego. W tym przypadku:



Wówczas dla :



     Powstaje tutaj pytanie, czy jest to jedyny przypadek zależności od odległości centrum, przy którym dywergencja  Aby rozstrzygnąć ten problem musimy to zagadnienie postawić w inny sposób. Zadajmy sobie inne pytanie, a mianowicie:

Jaka musi być funkcja  aby jej dywergencja równała się zeru?

Odpowiedź na tak postawione pytanie znajdziemy rozwiązując równanie:



co oznacza, że:



Po rozdzieleniu zmiennych otrzymujemy:



Jeżeli dokonamy całkowania to otrzymamy:



W tym równaniu jest stałą całkowania. Wówczas otrzymujemy wyrażenia:





        Z tych wyliczeń widzimy, że jest to jedyna postać pola centralnego, którego dywergencja równa się zeru. Jest to dowód, że jest to jedyne selonoidalne pole centralne.



VI.6 Rotacja sferycznego pola centralnego.

        W przypadku sferycznego pola centralnego musimy, tak jak w przypadku innych pól, znaleźć rotację promienia wodzącego:




     Spójrzmy na rysunek 24. Kontur całkowania może być przez nas wybrany dowolnie. W naszym przykładzie poprowadzimy go tak, że będzie się składał z dwóch kół o promieniach oraz dwóch łączących je odcinków promieniowych.  Na odcinkach łuków oznaczonych dr prostopadłe do r i ich odpowiednie iloczyny skalarne są równe zeru.  Całki odpowiadające odcinkom promieniowym mają te same granice całkowania. Jednak przy okrążaniu konturu na pierwszym odcinku posuwamy się zgodnie z kierunkiem promienia. Przeciwnie robimy na drugim odcinku przy okrążaniu konturu. Wobec tego możemy wyprowadzić wniosek, że:



     Widzimy to na rysunku 24. Na odcinkach da i bc całki są równe zeru. Natomiast na odcinkach ab i cd mają jednakowe wartości i znaki. Cyrkulacja po całym konturze jest równa zeru. W naszym rozważaniu dowolny kontur oznacza dowolnie mały kontur. Wówczas pole wektora r jest bezwirowe. Możemy zatem napisać ogólny wniosek, że





    Opisane powyżej rozumowania można zastosować do dowolnego konturu. Stosujemy tutaj krzywą schodkową złożoną z bardzo wielu odcinków czyli łuków, kół i promieni. Na rysunku 25 przedstawiono taki przykładowy podział. Na odcinkach łuków iloczyny rdr wszędzie są równe zeru. Natomiast sumy iloczynów na odcinkach promieniowych znoszą się. Ostatecznie więc możemy zapisać wniosek, że:

  

     Na rysunku 25 widzimy, że cyrkulacja po konturze C jest sumą całek po odcinkach łuków, o wartości równej zeru oraz po odcinkach promieni. Zatem suma całek jest równa zeru. Z zerowej cyrkulacji wynika zerowa rotacja. Możemy zatem wysnuć wniosek, że:




A co za tym idzie:



      Wniosek ten wypływa także z poprzednich naszych rozważań. Idąc dalej dla dowolnej funkcji pola możemy zapisać:

 .

Wówczas możemy powiedzieć, że:



     Rozważania opisane w tym rozdziale prowadzą nas do ogólnego wniosku, że:

Wszystkie pola centralne są bezwirowe.


VI.7 Prawo Gaussa dla pola centralnego.

      Aby zobrazować prawo Gaussa w części dotyczącej pól centralnych musimy się ograniczyć do pola selonoidalnego, czyli pola, którego funkcja jest odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odległości od centrum.  Postać matematyczna naszego warunku wygląda następująco:



W centrum gdzie wartość:



pole takie ma nieciągłość. Takie pole otoczymy hipotetyczną powłoką o powierzchni S. Taką sytuację zobrazowano na rysunku 26. Aby móc zastosować prawo Gaussa, które matematycznie zapisujemy:



Musimy odciąć od rozpatrywanego obszaru punkt nieciągłości. Aby tak się stało otaczamy centrum małą powłoką w kształcie kuli o promieniu r0 i polu S0. Gdy dokonamy całkowania strumienia wektora oznaczonego indeksem w, między obiema powłokami, otrzymujemy:



     Ponieważ pole ma charakter solenoidalny, z uwagi na dywergencję:


suma całek po prawej stronie jest równa zeru. I dlatego możemy zapisać, że:



      Do wewnętrznej powłoki, w której zachodzi zależność:



wektory  mają wszędzie przeciwny zwrot. To prowadzi nas do wniosku, że:



Możemy zatem zapisać prawo Gaussa dla powłoki zewnętrznej pola w następujący sposób:



        Na rysunku 26 widzimy, że w centrum pola wektora:



mamy nieciągłość. Gdy pozbędziemy się kłopotu otaczając centrum mniejszą kulą o promieniu r0, to strumień jej powierzchni jest równy:



Suma strumieni przez obie powierzchnie jest równa zeru. Dzieje się tak dlatego, że:


 
Wówczas strumień przez powierzchnię S jest równy  Możemy zatem zapisać, że:




      Analizując nasze wyprowadzenie musimy zauważyć, że całe wyprowadzenie było oparte na zerowaniu się dywergencji pola dla  W przypadku pól niesolenoidalnych stosujemy prawo Gaussa, które ma ogólniejszą postać wyrażoną równaniem:




VI.8 Prawo Stokesa dla sferycznego pola centralnego.

      W przypadku pola centralnego zachodzi zjawisko bezwirowości. Ze względu na to prawo Stokesa przybiera postać:



     Z naszych wcześniej przeprowadzonych dowodów wynika, że cyrkulacja wektora pola centralnego po konturze zamkniętym, jest także równa zeru.
     Tak przedstawia się, w dość prosty i nieskomplikowany sposób, dowód prawa Stokesa w przypadku pola centralnego.

VI.9 Laplasjan sferycznego pola centralnego. 

      Aby omówić tę problematykę musimy skorzystać z wcześniej wyprowadzonych wzorów na pochodne sferycznego pola centralnego. Gdy je zastosujemy otrzymamy równanie w postaci:



Po dalszym przekształceniu nasze równanie przybiera ostateczną postać:





VI.10 Laplasjan funkcji potęgowej. Równanie Laplace’a. Pojęcie funkcji harmonicznej.

       Jeżeli przyjmiemy założenie, że:



to nasze równanie przyjmuje postać:



Z tego równania widzimy, że dla:


 
czyli dla pól typu:

 

możemy wysnuć ogólny wniosek, że:



     Wniosek ten nazywamy równaniem Laplace’a. Sformułował go w XIX wieku francuski matematyk, geodeta, astronom i fizyk Pierre Simon de Laplace. Funkcje spełniające równanie Lapalce’a nazywamy funkcjami harmonicznymi.


VI.11 Pochodne przestrzenne we współrzędnych krzywoliniowych.

        Przy analizie tego zagadnienia musimy ograniczyć się do współrzędnych ortagonalnych, które oznaczymy indeksami Element liniowy oznaczony indeksem ds., czyli bezwzględną wartość przemieszczenia dr, wyraża się wzorem:

ds = 

Przy czym musimy założyć, że:



oznacza różniczkę łuku linii współrzędnej  a  to współczynnik Lame’go zdefiniowany jako:



Zależność tę sformułował w XIX wieku francuski matematyk Gabriel Lame. Idąc dalej możemy teraz znaleźć gradient. Stosując wyrażenie na przyrost funkcji pola otrzymujemy równanie:



Z równania tego widać, że:

 = .

Możemy zatem sformułować ogólny wzór gradientu w postaci:



        Teraz przeanalizujmy sobie przypadek zobrazowany na rysunku 27. Widzimy tam sytuację, w której różniczki łuku czyli elementy liniowe, współrzędnych krzywoliniowych  są współczynnikami Lamego. Przyśpieszenie elementarne, które w tym przypadku jest przekątną sześcianu jest pierwiastkiem z sumy kwadratów elementów łuku. Zatem możemy zapisać:



I teraz spójrzmy na przykład, w którym we współrzędnych cylindrycznych zastosujemy zależności:


 .

Wówczas gradient:



Natomiast w przypadku sferycznych stosujemy zależności:





Wówczas gradient:



         W podobny sposób znajdujemy dywergencję i składowe rotacji. Ogólnie możemy to przedstawić za pomocą wzorów:





I tak dalej dla 

        Ważny jest jeszcze laplasjan dla współrzędnych krzywoliniowych, który ma postać definicyjną:






VII. Przykłady

            Teoria pola ma bardzo szerokie zastosowanie. W przypadku hydromechaniki, grawitacji, elektromagnetyzmu, ekonomii oraz taktyki wojskowej omówimy to szczegółowo w następnych rozdziałach. Teraz zobrazujemy sobie przykłady, w których teoria pola ma wykorzystanie praktyczne. Mają one zastosowanie w życiu codziennym czy nauce. 

Przykład 1.

[bookmark: _GoBack]     Pierwszym ciekawym przypadkiem praktycznego zastosowania teorii pola jest stosowany w kartografii gradient pola wzniesień. Otóż rzeźbę terenu możemy przedstawić na mapie za pomocą warstwic. Warstwice to są izolinie pola wzniesień.   
